
度规张量

小圆滚滚

1 开门见山

物体如果不受力，那么就会静止或者匀速直线运动。这是牛一定律。在太空中，在一个个大质量

天体的夹缝中。脱离了他们的领域，又是真空。那么就很容易展现这条规律。这是个稳定状态，会一

直持续下去。参考儲儰儲儱年儱儲月儹日儱儵点儴儰分儬“天宫课堂”。

一个钢球，粘上一根木棍，像火柴棒，那么固定木棍的一端，给钢球一个初力，只要该力方向不

在端点与钢球的直线上，那么这个火柴棒就会做匀速圆周运动。此时，钢球只受到木棍粘结的向心力。

整个过程没有力做功，所以也是个稳定状态，会一直持续下去。

可以看到，在物理作用下，不受外力的情况会造成运动轨迹要么是直线、要么是圆圈。

第三个试验就不是思维试验了。是我们身边就能印证的，那就是单摆。摆角小于儵°（现在一般认为
是，摆长儱米重力兡儽儹儮儸，小于儱儰°的偏差不超过儰儮儲儥）的条件下振动时儬可近似认为是简谐运动。弹簧振

子的简谐运动F 儽 −kx儮这两个试验的运动轨迹在地面上的投影，如果加上地面在垂直方向上的匀速运
动。那么就能获得三角函数sinx或者cosx的函数图像。

以上说的直线、圆、关兩兮典儮这些图像都在平面上。而我们的兄兎允排列结构，我们的精子运动轨迹，

都是螺旋的，他们的构成，可以看成是圆周运动在垂直方向上的延伸。这些运动在不受外力的情况下

都是稳定状态，会一直持续下去。阻碍单摆、弹簧的阻力，空气算次要因素，端点的伸缩和摩擦才是

主因。弹簧的形变过程才是主因。

那么用这些简单基础的图形（直线、圆），怎么描述其他函数图像呢？这就用到了微积分、用到了

泰勒展开中的线性主部。用到了近似、用到了傅里叶级数。

线性代数是一种降维模拟近似的工具。它能够通过简单的近似去逼近真实的复杂。可以通过降维

的方式拆解问题。然后确立原则之后，再推导至高维。然后再复合高维因素，形成真正的高维解决方

案。

曲面（球面、椭球面、双曲面）是三元二阶的，我们降维成平面，对应圆、椭圆、双曲线就是二元

一阶的。有了线性代数，我们可以一阶一阶的升上去。升的过程就是自乘、就是平方。就是度规张量。

线性代数让我们研究不受力的简单运动。掌握规律，理解规律。然后我们使用这些规律可以推算估量

极限限定起发展方向。达到控制高阶高维的目的。从严丝合缝，到八九不离十。这是数学给我们的强

大工具、破解利器。

接下来，我们用两根直线，来解决平面上的所有变换。

利用平行四边形的两条棱的变化，可以找到平面上任意一点，能够涂抹、覆盖平面上的所有现象。

那么怎么控制这个平行四边形？主要控制长度和她们俩的夹角。那么长度肯定有单位，夹角肯定有起

始边。那么我们就规定典轴为起始边。典轴上的单位儱为兩全兡兴，兹轴上的单位儱为兪全兡兴。î和ĵ都是向量。坐标

形式兩儨儱儬 儰儩儬兪儨儰儬 儱儩写成向量形式

[
儱

儰

]
，

[
儰

儱

]
在此方阵的基础上进行数值的改变，就是在平面内进行线性变换。

儱



一个向量左乘一个矩阵，等于是将这个向量变形到这个变形坐标系，或者说将斜角坐标的读数转

换成直角坐标读数的解释。

左乘像极了一个函数映射兦儨典儩儮典是输入，兦儨典儩是结果（输出），自变量、因变量的关系。这里的输入

和输出是对等的，一对一的、平权的。而兦则是一个变换。而不管怎么变换，典自身蕴含的道理是不变

的。就像平行世界中（或者另一个例子是不同星球），各个世界的物理参数可能不相等，但是原理等比

例。基本原理放逐任何世界都行得通。

比如单摆周期T 儽 儲π
√

l
g
，（ 公是摆长， 內是重力加速度。易知单摆的周期与摆幅、物体质量无关）。

弹簧振子周期T 儽 儲π
√

m
k
，其中八表示弹簧的劲度系数（倔强系数、弹性系数、刚度系数），在数

值上等于弹簧伸长（或缩短）单位长度时的弹力F 儽 ma。六表示弹簧振子（小球）的质量，所以看见

弹簧也可以返过去推出单摆。T 儽 儲π
√

m
ma
l
儮

2 度规张量

用一句最土最直白的话来说，度量张量就是用来把斜角坐标的读数转换成直角坐标读数的，度量

张量的本质就是坐标变换。[
儱.儵 儱

儰.儵 儲

]
这个坐标系中求长度的公式是儺

兛x1 y1兝×

[
儱.儵 儱

儰.儵 儲

]T
×

[
儱.儵 儱

儰.儵 儲

]
×

[
x1

y1

]
它的度量张量就是儺[
儱.儵 儱

儰.儵 儲

]T
×

[
儱.儵 儱

儰.儵 儲

]
儽

[
儲.儵 儲.儵

儲.儵 儵

]
像不像线性代数里的二次型？

最好的解释二次型的例子就是椭圆在直角坐标系下的形状。扶正。特征值、特征向量、旋转和拉

伸变换。

勾股定理只适用于正交坐标系，如果网格有所伸缩或其坐标轴不相互垂直，那么勾股定理不再适

用。但是在局部线性近似时，可以有一个更普适的表达式。一般的距离的平方总可以写成两条边所有

的可能组合乘以某些数字的求和：

儨ds儩2 儽 g00 · dx0dx0
儫 g01 · dx0dx1
儫 g10 · dx1dx0
儫 g11 · dx1dx1

免入兴兲兩兣 兴入兮关兯兲

g00 g01

g10 g11

进一步缩写成：

儨ds儩2 儽 gµν · dµdν
这个公式尤其可以让我们表示速度矢量的模：

儲



||~v||2 儽 gµν · vµvν

即：

c2 儽 gµν · vµvν

3 行列式基本知识

行列式代表了线性变换对单位基向量组成的基方阵挤压或者拉伸产生的面积与单位面积的比值。

其中基向量只是一种坐标系的选取，基向量彼此之间方向上不一定正交、模值不一定相等。但是

一定线性无关。

线性无关意思是：一组向量中任一一个向量都不可以用组中其它向量的加法和标量乘法组合而

成。

儳



另外：剪贴矩阵、以及旋转矩阵，应该放在行列式之前讲。

靠剪贴以及剪贴的系数变化，再加旋转，就能完成所有变换了。

二阶行列式的几何意义：平行四边形的面积。

S 儽 l ·m · sin儨β − α儩

儽 l ·m儨sinβcosα− cosβsinα儩

儽 lcosα ·msinβ − lsinα ·mcosβ

儽 a11a22 − a12a21

4 线性代数基础知识

从一个变量典儱儮儮儮典兮到变量兹儱儮儮儮兹兮的线性变换。

儴



线性变换是一个向量空间和另一个向量空间儨或者仍是同一个向量空间儩之间沟通的桥梁。所谓桥

梁，其实就是函数映射。线性变换儨线性映射儩就是把空间V中向量映射到空间W中向量的一个函数，且

满足线性儨两条性质儩：可加性和标量乘法。

线性代数围绕两种基本运算：向量加法与向量数乘。

4.1 线性代数的法则

矩阵的列向量（向量竖写）、矩阵的加法（列向量横加）、线性变换的左乘（左侧的变换，针对的

是右侧的输入是儱为单位的基，并且向量表示方式是竖排表示才能左乘，如果是横排表示，那么线性变

换的矩阵就得写到右侧。）是线性代数的法则。对比行列式的加法是一行相加，行列式的数乘是一行相

乘。

4.2 线性变换

儱儮原点保持固定（否则平面上的点就没有坐标，也就没有意义了）。

儲儮网格线保持平行且等距分布（直线依旧是直线）。

简单说，平面的线性变换，只需要四个数就可以确定如何从一个世界对等转换到另一个世界，而

三维体的线性变换，只需要儹个数就可以。缩放基向量，再相加。就是拆解矩阵的真滴。

向量竖着写才可能横着加，基向量（兢兡关兩关 其入兣兴兯兲关）是个基方阵。基向量方阵中数值的变化代表了

基基基向向向量量量的的的线线线性性性变变变化化化，也就对任意输入（兩兮）产生了一对一的线性变换的影响，输出（兯兵兴）。

特例：如果基方阵中的某个特征向量可以映射到其他维度上，那么基矩阵可能就不是方阵了。但

是这属于函数映射之后又加的条件，所以按照维度不映射算，基向量都是方阵形式表达。

线性方程组的含义就是系数矩阵允（变换矩阵），乘以未知数向量~x（典儬 兹儬 兺）等于目标向量~v，去

寻找在允函数下，得到最终结果~v，求输入~x儮解的数量可以由允的行列式值，也就是是否压缩成面积为儰，

来确定。

A左乘A−1就等于没有变换。A−1A 儽

[
儱 儰

儰 儱

]
.行列式不为零，就一定存在逆变换。
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从线性代数的角度理解函数，就是函数可以映射压缩成低维。但是不能由低维解压对应到高维。三

维空间可以压缩成一个平面、一条直线、一个点。因为他们都是零体积。当变换的结果是一条直线时，

也就是说结果是一维的，我们称这个变换的秩为儱儮平面秩为儲。剪贴变换的特征向量只有一个，它的秩

就是儱儮只在典轴上的向量在变换后依然停留在典轴上。

4.3 线性组合（Linear combinations）

任何两个数乘向量的和，都可以组合成一个新的向量儮这个新向量称为这两个向量的线性组合。在

坐标系中，依赖于我们选取使用的基，如果基选择不同，但是线性组合相同（特征值相同），那么我们

可以认为这两个矩阵是相似矩阵。
−→u 儽 a−→v 儫 b−→w
在线性组合中，兡 和 兢 是变量，即兓兣兡公兡兲关儨标量儩，如果它们不断变化，则得到的新向量也可以覆盖

整个直角坐标系（不包括 ~v 和 ~w 在一条直线或一个点上的情况）。

线性组合描述的是本世界内的函数映射。而将这种映射的关系，对应到其他世界，只需要调整基

向量就可以。也就是各个世界的物理规律是统一的。但是表现的参数大小不同。那个参数系数对应的

法则，就是这种映射关系。比如重力加速度內、重力势能公式Ep 儽 mgh儮

把 ~v 和 ~w 看做基本向量，它们和 兞i 、兞j 一样，通过改变 关兣兡公兡兲关，线性变换后的向量集都可以覆盖

整个坐标系，区别在于，对于同样的输出向量（方向和长度一样），它们的 关兣兡公兡兲关 的值是不同的，选

取不同的向量作为基本向量，可以构建不同的坐标系。
y1 儽 a11x1 儫 a12x2 儫 · · ·儫 a1nxn

y2 儽 a21x1 儫 a22x2 儫 · · ·儫 a2nxn

· · ·
yn 儽 am1x1 儫 am2x2 儫 · · ·儫 amnxn

向量
−−→
OP 儽

(
x

y

)
变为

−−→
OP1 儽

(
x1

y1

)
的变换{

x1 儽 a11x儫 a12y

y1 儽 a21x儫 a22y

举例：旋转变化{
x1 儽 xcosϕ− ysinϕ
y1 儽 xsinϕ儫 ycosϕ

对应的矩阵就是

(
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
对应儳兂公兵入儱兂兲兯具兮的视频[
xin

yin

]
→

[
xout

yout

]
−→v 儽 −儱̂i儫 儲ĵ

−→v 儽 −儱

[
儱

−儲

]
儫 儲

[
儳

儰

]

儽

[
−儱儨儱儩 儫 儲儨儳儩

−儱儨−儲儩 儫 儲儨儰儩

]

î 儽

[
儱

−儲

]
ĵ 儽

[
儳

儰

]
[
x

y

]
→ x

[
儱

−儲

]
儫 y

[
儳

儰

]
儽

[
儱x儫 儳y

−儲x儫 儰y

]

儶



这里典，兹可以看成是系数（常数作为系数时可以乘入矩阵，后面的得数利用矩阵的加法）[
a b

c d

][
x

y

]
儽 x

[
a

c

]
儫 y

[
b

d

]
儽

[
ax儫 by

cx儫 dy

]
儨儱儩

平面线性变换因为是二维空间，所以是一个儲優儲的矩阵。

这里矩阵放在向量左边，类似一个函数，则逆时针旋转儹儰度，则可以写成[
儰 −儱
儱 儰

][
x

y

]
对应原来典儨儱儬 儰儩变成了儨儰儬 儱儩，兹儨儰儬 儱儩变成了儨儭儱儬 儰儩

举个例子，原矢量兹兵兡兮儽儨儳儬 儲儩儬 典 儽 儳儬 兹 儽 儲代入儨儱儩式[
儰 −儱
儱 儰

][
x

y

]
儽 x

[
儰

儱

]
儫 y

[
−儱
儰

]
儽 儳

[
儰

儱

]
儫 儲

[
−儱
儰

]
儽

[
儰 儫 儨−儲儩
儳 儫 儰

]
儽

[
−儲
儳

]
注意，这里可利用矩阵的乘法的法则，但直观理解是典左乘了矩阵的列向量中的左列，兹左乘了矩

阵的列向量中的右列。

计算后的矢量全兯兵儽儨儭儲儬 儳儩

4.4 基方阵

对于方阵而言，矩阵不会进行维度的升降，所以矩阵代表的运动实际上只有两种：

儱儮旋转

儲儮拉伸（实际上应该是剪贴，因为拉伸给人的感觉是边长不变那就错了。）

在这里看了一眼同济大学第五版线性代数。果勒个然。大学时候，就是先给定义再给证明。丝毫

不管你懂了还是没懂，受得了还是受不了。看人家儳兂公兵入儱兂兲兯具兮，先将什么叫做线性，什么叫做线性

变换。然后如何在平面坐标系进行网格的旋转、拉扯。对应再看一个输入的坐标是如何变换成一个输

出的坐标的。左乘的那个函数是一个二维方阵，右部被乘的是一个小写黑体字母就可以表示的列向量

（行向量会用列向量的转置进行书写）。

下面是个人的理解：然后再根据矩阵的加法，可以知道矩阵乘法的意义。

输入向量儨xoriginal, yoriginal儩和输出向量儨xchanged, ychanged儩

在平面直角坐标系的坐标对应变换函数
[
兞i 兞j

]
儬

其中基向量中的一个特征向量 兞iunit 儽

[
儱

儰

]
儬

另一个特征向量 兞junit 儽

[
儰

儱

]
儬

则线性变化就是兴兲兡兮关兦兯兲六入兤多少个基向量兞iunit和兴兲兡兮关兦兯兲六入兤多少个基向量兞junit

对于−→v 儽 −儱̂i儫 儲ĵ中

[
−儱
儲

]
变成了

[
儵

儲

]
，

兰关儺一个矩阵中填充的是独立的兮个特征向量，那它们是可以表示一个兮维线性空间的一组基的。

特殊的，

[
n 儰

儰 n

]
长短轴相等的拉伸矩阵，所有的非零向量都是特征向量。[

cos儨ϕ儩 −sin儨ϕ儩
sin儨ϕ儩 cos儨ϕ儩

]
旋转矩阵，只有旋转变换，没有伸缩变换。没有特征值。也没有特征向量。[

儱 儱

儰 儱

]
剪切矩阵，只有一个典轴的特征向量。
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以上这些都没有相似矩阵，因为他们的变换都不稳定。

是因为−→v经历了横坐标乘以

[
儱

−儲

]
个基向量兞iunit和纵坐标乘以

[
儳

儰

]
个基向量兞junit儮

儸



原理就是利用了向量相加等于正交的典轴和兹轴的分量加和。可以利用矩阵

[
ax儫 by

cx儫 dy

]
来表示，其

中

[
a

c

]
就是先增加横轴的基向量，

[
b

d

]
就是后增加纵轴的基向量。然后矩阵相加，又因为向量表示为纵

向的矩阵，所以自然得到纵向的坐标

[
x

y

]
儮

以下解释矩阵相加

儹



cij 儽 aτi bj 儽 儨ai1, ai2, · · · , ais儩


b1j

b2j
儮儮儮

bsj

 儽
∑s

k=1 aikbkj

除了旋转，另一个比较重要的变换就是兓全入兡兲（剪切）[
儱 儱

儰 儱

][
x

y

]
对应原来典儨儱儬 儰儩不变，兹儨儰儬 儱儩变成了儨儱儬 儱儩

像平行四边形在高度不变的情况下，向右顺时针拉伸了。裁了左角粘贴在了右角。

儱儰



矩阵相乘：{
y1 儽 a11x1 儫 a12x2 儫 a13x3

y2 儽 a21x1 儫 a22x2 儫 a23x3
x1 儽 b11t1 儫 b12t2

x2 儽 b21t1 儫 b22t2

x3 儽 b31t1 儫 b32t2

从兴儱，兴儲到兹儱儬兹儲的线性变换则{
y1 儽 儨a11b11 儫 a12b21 儫 a13b31儩t1 儫 儨a11b12 儫 a12b22 儫 a13b32儩t2

y2 儽 儨a21b11 儫 a22b21 儫 a23b31儩t1 儫 儨a21b12 儫 a22b22 儫 a23b32儩t2
即(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
b11 b12

b21 b22

b31 b32


儽

(
a11b11 儫 a12b21 儫 a13b31 a11b12 儫 a12b22 儫 a13b32

a21b11 儫 a22b21 儫 a23b31 a21b12 儫 a22b22 儫 a23b32

)
计算原则，从右向左依次左乘。也就是先将最右侧的矩阵、拆成列向量相加，然后去乘左边的矩

阵。

儱儱



4.5 特征向量

5 克莱姆法则背后的几何意义[
儳 儲

−儱 儲

][
x

y

]
儽 x

[
儳

−儱

]
儫 y

[
儲

儲

]
儽

[
−儴
−儲

]

儱儲



矩阵变换求基。

行列式不等于儰意味着，线性变换后维数依然相同。否则就会降维。

5.1 点积

→
a 儽 儨x1, y1儩 和

→
b 儽 儨x2, y2儩

则：

→
a ·
→
b 儽 x1 · x2 儫 y1 · y2 儨儲儩

或
→
a ·
→
b 儽 |a||b|cosθ儬 θ为向量兡与向量兢的夹角。|a|与|b|表示向量ａ与向量ｂ的模长（即长度）。

两个向量点积的结果，是一个数。点积运算，做了降维，把向量变成了一个数（这里的向量是二维

的，数是一维的，由二维变成了一维）。

点积的作用：

儱儮可以判断两个向量是否垂直。（点积的意义是判断两个向量的夹角）

儲儮可以判断两个向量之间，是促进作用，还是抑制作用。

儱儮 锐角点积大于儰儮促进作用。

儲儮 钝角点积小于儰儮抑制作用。

儳儮 直角点积等于儰儮兡兢垂直。

儱儳



−−−→
a儫 b 儽 ~a儫~b

儳儮可以做投影。（点积的意义是可以以两个向量中的任意一个作为单位基向量来求另一个向量在该

向量上的分量。）

兢向量向ａ向量做投影：
→
a ·
→
b 儽 |a||b|cosθ可得：|b|cosθ 儽

→
a ·

→
b

|a|

儱儴



复杂点儿说：若~a儫~b 儽 ~c在直角坐标系下，那么有：

逆变分量V a 儽
−−−−→
unit儨a儩

协变分量Va 儽 ~c •
−−−−→
unit儨a儩儨方向在兡，这里体现了点乘的含义儩

同时反映了（儲）式的原理。

~v • ~u 儽 viu
i 儽 viui

基矢之间的内积关系可以写作：

~gi • ~gi 儽 δij

协变坐标基和逆变坐标基是对偶关系。互为逆变坐标基。

旧基X下的度规 GX 、新基U下的度规 GU 满足关系式儺

GU 儽 儨 ∂x
∂u

儩TGX
∂x
∂u

儽 儨T儩TGXT

度规（二阶张量）的变换遵循“协变”规则。

5.2 叉积

两个向量的叉积运算，可得到一个新的向量，记作向量ｃ儮
→
c 儽

→
a ·
→
b

向量积（叉积）的模长：（在这里ジ表示两向量之间的夹角（共起点的前提下）（儰°≤ジ≤儱儸儰°），
它位于这两个矢量所定义的平面上。）

|→a ×
→
b | 儽 |

→
a | · |

→
b | · sinθ

向量ｃ与向量ａ垂直的同时，也与向量ｂ垂直。即向量ｃ垂直于向量ａ与向量ｂ所在的平面。其

方向符合右手螺旋定则：

儱儵



或者这种形式

儱儶



其大小等于向量ａ与向量ｂ所构成的平行四边形的面积

儱儷



这里我们看到向量ａ与向量ｂ的叉积结果，生成了一个新的向量ｃ，且垂直与ａ与ｂ所构成的平

面。叉积做了升维：ａｂｃ三个向量，构成了一个三维的体系。

叉积的作用：建立三维的直角坐标系，判断两个向量的相对方位（左还是右），判断点是否在三角

形内。
→
P ×

→
Q

儱儮 （児叉乘兑）P×Q > 儰说明児在兑的顺时针方向，P×Q < 儰说明児在兑的逆时针方向，P×Q 儽

儰说明児和兑共线。

儲儮 任一射线穿过多边形，奇数段位于多边形之内，偶数段位于多边形之外。

儱儸



坐标运算：

设a 儽 儨ax, ay, az儩, b 儽 儨bx, by, bz儩.兩儬 兪儬 八分别是兘儬 兙儬 党轴方向的单位向量，则：
→
a ×

→
b 儽 儨aybz − azby儩i儫 儨azbx − axbz儩j 儫 儨axby − aybx儩k，为了帮助记忆，利用三阶行列式，写成

V1 ×V2 儽 det

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂X
∂u

∂Y
∂u

儰
∂X
∂v

∂Y
∂v

儰

∣∣∣∣∣∣∣∣
即：

det

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣∣
→
a ×

→
b 儽 儨l,m, n儩× 儨o, p, q儩 儽 儨mq − np, no− lq, lp−mo儩

用三阶行列式，写成

det

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

l m n

o p q

∣∣∣∣∣∣∣∣
证明：

为了更好地推导，我们需要加入三个轴对齐的单位向量兩，兪，八。

兩，兪，八满足以下特点：

i 儽 j × k；j 儽 k × i；k 儽 i× j；

儱儹



k × j 儽 −i；i× k 儽 −j；j × i 儽 −k；
i× i 儽 j × j 儽 k × k 儽 儰；（儰是指儰向量）

由此可知，兩，兪，八是三个相互垂直的向量。它们刚好可以构成一个坐标系。

这三个向量的特例就是兩儽（儱，儰，儰）兪儽（儰，儱，儰）八儽（儰，儰，儱）。

对于处于兩，兪，八构成的坐标系中的向量兵，其我们可以如下表示：

兵儽兘兵優兩儫兙兵優兪儫党兵優八；

其儽兘其優兩儫兙其優兪儫党其優八；

那么

u× v 儽 儨Xu · i儫 Yu · j 儫 Zu · k儩× 儨Xv · i儫 Yv · j 儫 Zv · k儩

儽 Xu ·Xv · 儨i× i儩 儫Xu · Yv · 儨i× j儩 儫Xu · Zv · 儨i× k儩

儫 Yu ·Xv · 儨j × i儩 儫 Yu · Yv · 儨j × j儩 儫 Yu · Zv · 儨j × k儩

儫 Zu ·Xv · 儨k × i儩 儫 Zu · Yv · 儨k × j儩 儫 Zu · Zv · 儨k × k儩

由于上面的兩，兪，八三个向量的特点，所以，最后的结果可以简化为

u× v 儽 儨Yu · Zv − Zu · Yv儩 · i儫 儨Zu ·Xv −Xu · Zv儩 · j 儫 儨Xu · Yv − Yu ·Xv儩 · k儮

向量积（矢积）与数量积（标积）的区别

名称 标积儯内积儯数量积儯点积 矢积儯外积儯向量积儯叉积

运算式（兡，兢和兣粗体字，表示向量） a · b 儽 |a||b| · cosθ
兡×兢儽兣，其中|c| 儽 |a||b| · sinθ，

兣的方向遵守右手定则

几何意义 向量兡在向量兢方向上的投影与向量兢的模的乘积
兣是垂直兡、兢所在平面，且以|b| · sinθ为高、

|a|为底的平行四边形的面积
运算结果的区别 标量（常用于物理）儯数量（常用于数学） 矢量（常用于物理）儯向量（常用于数学）

6 斜角坐标到直角坐标

如果基向量是方阵：

[
儱 儰

儰 儱

]
对应典轴上的兞i，兹轴上的兞j，

那么一个向量

(
x

y

)
经过旋转

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

] (
x

y

)
再经过数乘

[
k · cosϕ −sinϕ
sinϕ k · cosϕ

](
x

y

)
儽

(
k · cosϕ · x儫 儨−sinϕ · y儩
sinϕ · x儫 k · cosϕ · y

)

就得到新的斜角坐标下在原直角坐标下的对等平权的向量表示。

那么该项量在原来的直角坐标系下，终点到原点的距离的平方儨ds儩2就是x2 儫 y2，而在斜角坐标系

下，终点到原点的距离兤关可以表示为：

儨ds儩2 儽 儨k · cosϕ · x儫 儨−sinϕ · y儩儩2 儫 儨sinϕ · x儫 k · cosϕ · y儩2

儽 儨kcosϕ儩2x2 儫 儲kcosϕ · 儨−sinϕ儩xy 儫 儨−sinϕ儩2y2

儫 儨sinϕ儩2x2 儫 儲sinϕkcosϕxy 儫 儨kcosϕ儩2y2

儨儳儩

儲儰



而

[
k · cosϕ −sinϕ
sinϕ k · cosϕ

]T [
k · cosϕ −sinϕ
sinϕ k · cosϕ

]

儽

[
k · cosϕ sinϕ

−sinϕ k · cosϕ

][
k · cosϕ −sinϕ
sinϕ k · cosϕ

]

儽

[
儨kcosϕ儩2 儫 儨sinϕ儩2 kcosϕ · 儨−sinϕ儩 儫 sinϕ · 儨kcosϕ儩

儨−sinϕ儩 · 儨kcosϕ儩 儫 kcosϕ · sinϕ 儨−sinϕ儩2 儫 儨kcosϕ儩2

]
儨儴儩

（儴）式中的系数矩阵，[
g00 g01

g10 g11

]

两边加上边长

儨x y儩

[
g00 g01

g10 g11

](
x

y

)
儽 儨x y儩

[
g00x儫 g01y

g10x儫 g11y

]
儽

[
儨g00x儫 g01y儩x

儨g10x儫 g11y儩y

]
儽

[
g00x

2 儫 g01xy

g10xy 儫 g11y
2

]

就是（儳）式中的系数。

6.1 正交对角化

把对称矩阵进行特征值分解：（也叫对称矩阵如何正交对角化）

A 儽

[
儲 −儱
−儱 儲i

]
儽

纯旋转︷ ︸︸ ︷[
−
√
2
2

√
2
2√

2
2

√
2
2

][
儳 儰

儰 儱

]
︸ ︷︷ ︸
纯拉伸

纯旋转︷ ︸︸ ︷[
−
√
2
2

√
2
2√

2
2

√
2
2

]

对于上式，含义是，找出矩阵允的纯旋转单位正交矩阵。（包含了兩儭全兡兴，兪儭全兡兴的顺序旋转，以及兩、

兪的翻转顺序的旋转、其中旋转时两个全兡兴间的夹角是可以变化的。）那么最右侧的矩阵含义是：在特征

向量的基础上；中间矩阵的含义是：拉伸；左侧矩阵的含义是：再反方向旋转回去。就得到一个标准

型。标准型就是大小不变，但是方向很正。

计算上有个取巧的办法：若A 儽 P儃P−1，则An 儽 P儃P−1 · P儃P−1 · · · 儽 P儃nP−1，其中儃为对

角矩阵。利用的就是相似变换，也就是转换成对角矩阵（相似矩阵的一种）之后进行计算，注意这里

的児可以不是单位正交阵。但是允一定是有两个特征向量的维度才行。否则

左乘是线性变换，那么方程两边同时右乘兂矩阵，就相当于对兂矩阵进行相等的不同形式的两种线

性变换，如：

AP 儽 PD

APP−1 儽 PDP−1

儲儱



APE 儽 PDP−1

AP 儽 PDP−1也就是A ∼ D，允和兄相似。

求二阶矩阵的逆矩阵

求二阶矩阵 A 儽

[
a b

c d

]
的逆矩阵儮

解： A 儽

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ 儽 ad− bc儬 A∗ 儽

[
A11 A21

A12 A22

]
儽

[
d −b
−c a

]
其中Aji代表各元素的代数余子式，注意看伴随矩阵的代数余子式是转置的元素序号。

利用逆矩阵公式：

A−1 儽 1
|A|A

∗，当|A| 6儽 儰时，有

A−1 儽 1
|A|A

∗ 儽 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]
儮

以下是分解过程：

矩阵允由两个二维向量张成向量空间，矩阵允乘以一个向量，等于将这个向量线性变换到允张成的

新的空间。在这个变换过程中，站在特征向量上的向量将继续待在特征向量的方向上。一般来说“张

成”这个词是两个向量确立的平面。但是用延续、发展的眼光看，两个三维向量可以张成一个面、三

个三维向量就能张成三维的整个空间。而往下、或者说往回看，一个二维向量张成的空间就是一根线。

一个三维向量张成的空间也是一根线。

简单说，一个向量有方向和长度。这个方向分成两个分量就是二维向量、这个方向也能分成三个

分量，就是三维向量。两个向量可以张成一个平面。三个向量干得好就可以最大张成（撑出）一个三

维体。倒回去看，那么一个向量，能够伸缩张成一条直线。而线性组合产生的向量的长度的平方，就

等于组合它的那些向量的长度的点积。

两个三维向量张成的向量空间是过圆心的一个平面。

两个向量可以张成一个二阶的张量。此时这两个向量的逆变分量和协变分量的排列组合，就构成

三种张量的表现形式。同理，三个向量可以张成一个三阶的张量。这两个向量存在与三维空间中。那

么二阶张量就是一个儳優儳的矩阵。三阶张量就是一个儳優儳優儳的矩阵体，如图儱。

矩阵允的特征多项式为 |A−λE| 儽

∣∣∣∣∣儲− λ −儱
−儱 儲− λ

∣∣∣∣∣ 儽 儨儲−λ儩2− 儱 儽 λ2− 儴λ儫儴− 儱 儽 儨儱−λ儩儨儳−λ儩

所以允的特征值为λ1 儽 儱, λ2 儽 儳儮通过标准计算可得到每个特征空间的一个基：

当λ1 儽 儱时，对应的特征向量应满足[
儲− 儱 −儱
−儱 儲− 儱

][
x1

x2

]
儽

[
儰

儰

]
儬

即[
儱 −儱
−儱 儱

][
x1

x2

]
儽

[
儰

儰

]
解得x1 儽 x2儬所以对应的特征向量可取为

p1 儽

[
儱

儱

]
当λ2 儽 儳时，对应的特征向量应满足[
儲− 儳 −儱
−儱 儲− 儳

][
x1

x2

]
儽

[
儰

儰

]
儬

即

儲儲



[
−儱 −儱
−儱 −儱

][
x1

x2

]
儽

[
儰

儰

]
解得x1 儽 −x2儬所以对应的特征向量可取为

p1 儽

[
−儱
儱

]
显然，若pi是矩阵允的对应于特征值λi的特征向量，则kpi儨k 6儽 儰儩也是对应于λi的特征向量。

A~v 儽 λ~v[
儲 −儱
−儱 儲

][
儱

儱

]
儽

[
儱

儱

]
儽 儱 ·

[
儱

儱

]
[
儲 −儱
−儱 儲

][
−儱
儱

]
儽

[
−儳
儳

]
儽 儳 ·

[
−儱
儱

]

这两个向量形成秩为儲的一个基；也即正交基。

[
−儱 儱

儱 儱

]
儬但是这个基并不是单位向量，用它坐旋

转会有拉伸作用。而我们要求所有拉伸作用，都体现在变化矩阵

[
儳 儰

儰 儱

]
上，

单位正交基对计算将会有用。所以化为单位形式，将全兡兴不为儰的按系数平方相加再开放，可得分

母。系数为分子。进行单位化。得到单位特征向量：

P 儽

[
−
√
2
2

√
2
2√

2
2

√
2
2

]
那么有： A 儽 PDP−1儮由于児是方阵且有单位正交列，所以児是一个正交矩阵，而P−1 儽 P T 儮

6.2 单位正交转置矩阵与逆矩阵相等

为什么正交矩阵的转置矩阵与逆矩阵相等？

证明：两个向量如果正交，那么相乘为儰儮

兛儱, 儰, 儰兝


儰

儱

儰

 儽 儰 儫 儰 儫 儰 儽 儰

若列向量 ~p 儽


p1

p2
儮儮儮

pn


那么其对应的行向量为 ~pT 儽 儨p1, p2, · · · , pn儩
我们用黑体小写字母来代表列向量，则~p 儽 p，行向量则表示为：~pT 儽 pT

矩阵允表示为： A 儽 兛p1,p2, · · · ,pn兝

其转置矩阵则为： AT 儽


p1

p2

儮儮儮

pn


矩阵允左乘其转置矩阵AT 儺

儲儳



AT ·A 儽


pT1 · p1 pT1 · p2 · · · pT1 · pn
pT2 · p1 pT2 · p2 · · · pT2 · pn

儮儮儮
儮儮儮

儮 儮 儮
儮儮儮

pTn · p1 pTn · p2 · · · pTn · pn



儽


|p1|2 儰 · · · 儰

儰 |p2|2 · · · 儰
儮儮儮

儮儮儮
儮 儮 儮

儮儮儮

儰 儰 · · · |pn|2

 儽


儱 儰 · · · 儰

儰 儱 · · · 儰
儮儮儮

儮儮儮
儮 儮 儮

儮儮儮

儰 儰 · · · 儱


而已知A−1 ·A 儽 E儨充代表单位矩阵儩，所以可得，对于单位正交方阵允有：

AT 儽 A−1 儨儵儩

6.2.1 有什么意义

单位正交矩阵P 儽

[
ix jx

iy jy

]
的转置矩阵P T是

[
ix ix

jy jy

]

它的逆矩阵和转置矩阵相等，瞬间可得P−1。是

[
ix ix

jy jy

]

举例：

[
ix jx

iy jy

]
儽

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

]
令ϕ 儽

π
2

3
矩阵得数：

[√
3
2
− 1

2
1
2

√
3
2

]
转置后

[ √
3
2

1
2

− 1
2

√
3
2

]
一个是逆时针旋转儳儰◦，一个是顺时针旋转儳儰◦儮正好互逆。

用一个逆时针的单位正交阵做基底，用对角矩阵拉伸，然后再旋转回来，得到的不正是一个标准

二次型吗！！！

通过观察列向量的兩儭全兡兴固定典轴不变，兪儭全兡兴固定兹轴不变，因为正交，所以对调兩儭全兡兴的兹与兪儭全兡兴的典，

正好就是反向旋转。

对角矩阵（兤兩兡內兯兮兡公 六兡兴兲兩典）兤兩兡內儽

[
儳 儰

儰 儱

]
代表只有拉伸，对角矩阵的所有基向量都是特征向量。

矩阵的对角元是它们所属的特征值。

而对角矩阵两边的児和P−1则只有旋转。

7 对比数乘、加法

7.1 行列式（determinant）决定性的（面积）

7.1.1 数乘

儱、兤兩其兩兤入兤 兢兹 除以，例如：儱儰 兤兩其兩兤入兤 兢兹 儲 兩关 儵儮（儱儰除以儲得儵。）

儲、兤兩其兩兤入关 兩兮兴兯 被整除，例如：儷 兤兩其兩兤入关 兩兮兴兯 儱儴儮 （儱儴 能被 儷 整除。）

儳、兯其入兲 除以，例如：儳÷儵 ，读作 兴全兲入入 兯其入兲 儌其入。

在《牛津词典》上查兤兩其兩兤入这个单词的时候看到这样两个句子：

儳儰 兤兩其兩兤入兤 兢兹 儶 兩关 儵儮 儳儰除以儶等于儵。

儵 兤兩其兩兤入关 兩兮兴兯 儳儰 儶 兴兩六入关儮 用儵除儳儰等于儶。

儲儴



数学表达中，儵 兤兩其兩兤入关 兩兮兴兯 儳儰儮 兤兩其兩兤入关在这里为不及物动词，与兩兮兴兯构成短语动词兤兩其兩兤入 兩兮兴兯儬 我们

知道除法是减法的简化运算。儵 兤兩其兩兤入关 兩兮兴兯 儳儰儮是个完整的句子。意为：从儳儰中每次减去儵，不留余数。

翻译为汉语就是儵除儳儰可以除尽。儵 兤兩其兩兤入关 儳儰 儶兴兩六入关儮 也是完整的句子，不过多了一个状态儶 兴兩六入关。意

为从儳儰中每次减去儵，六次减完。翻译为汉语就是儵除儳儰等于儶。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

kai1 kai2 · · · kain
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ri÷k儽儽儽儽 k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

ai1 ai2 · · · ain
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.1.2 相加

若 D 儽

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

ai1 儫 a′i1 ai2 儫 a′i2 · · · ain 儫 a′in
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
则

D 儽

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

ai1 ai2 · · · ain
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
儫

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

a′i1 a′i2 · · · a′in
儮儮儮

儮儮儮
儮儮儮

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.2 矩阵

7.2.1 数乘

λA 儽 Aλ 儽


λa11 λa12 · · · λa1n

λa21 λa22 · · · λa2n
儮儮儮

儮儮儮
儮 儮 儮

儮儮儮

λam1 λam2 · · · λamn


7.2.2 相加

A儫B 儽


a11 儫 b11 a12 儫 b12 · · · a1n 儫 b1n

a21 儫 b21 a22 儫 b22 · · · a2n 儫 b2n
儮儮儮

儮儮儮
儮 儮 儮

儮儮儮

am1 儫 bm1 am2 儫 bm2 · · · amn 儫 bmn


矩阵相加就是各个元素相加，但是由于维度参数是以列向量的形式书写，所以拆分列系数矩阵的

时候就成了行相加。太美了！
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儨儱儩式扩展
a b c

d e f

g h i



x

y

z

 儽 x


a

d

g

儫 y


b

e

h

儫 z


e

f

i

 儽


ax儫 dy 儫 gz

bx儫 ey 儫 hz

gx儫 hy 儫 iz

 儨儶儩

8 如何用线性代数来揉一个面团

建立坐标系可以使空间中的点与实向量一一对应的。这使得一个实二次方程ax2 儫 bxy 儫 cy2 儽 d对

应一个相应的图像，这里不考虑典轴、兹轴上的平移，所以没有入典、兦兹这两项。方程中的每一对儿（典，

兹）都对应坐标系上的一个向量。

反过来，给定一个图像后，随着坐标系的变化，图像的方程也会随之改变。如果椭圆不变，那么变

换坐标系就相当于基变换。

椭圆的标准方程： x2

a2
儫 y2

b2
儽 儱

坐标面平行平面所截曲线：

{
x2

a2
儫 y2

b2
儽 儱− z2

c2

z 儽 h

其中兡为长儯短轴顶点、对应兢为短儯长轴顶点。

椭圆面积公式： S 儽 πab

比如在直角坐标系下画一个正椭圆，然后进行基变换，然后站在新的基的直角坐标系视角下，就

会看见椭圆发生了改变。下图为倾斜儳儰度。相当于剪贴变换。

首先我们画一个圆：
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儨x y儩

[
儱 儰

儰 儱

][
x

y

]
儽 x2 儫 儰xy 儫 儰yx儫 y2 儽 儱

然后我们拉伸它

儨x y儩

[
儳 儰

儰 儱

][
x

y

]
儽 儹

儲儷



然后我们旋转它儨在一个旋转基的基础上，拉伸，然后再旋转回来（左乘逆矩阵（即单位正交基的

转置）），等于站在新基（变换矩阵中的单位矩阵）的角度看椭圆儩

儨x y儩

[
cos儨儳儰◦儩 sin儨儳儰◦儩

−sin儨儳儰◦儩 cos儨儳儰◦儩

]
︸ ︷︷ ︸

®

[
儳 儰

儰 儱

]
︸ ︷︷ ︸

­

[
cos儨儳儰◦儩 −sin儨儳儰◦儩
sin儨儳儰◦儩 cos儨儳儰◦儩

]
︸ ︷︷ ︸

¬

[
x

y

]
儽 儹

儲儸



第¬步：
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第­步：

儳儱



第®步：
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8.1 基变换

变换的叠加就是把以前所有的结果看做右项，然后以单位正交基铺进结果。左乘这个新的正交基。

进行新的线性变换。[
cos儨ϕ儩 sin儨ϕ儩

−sin儨ϕ儩 cos儨ϕ儩

]
︸ ︷︷ ︸

®

[
儳 儰

儰 儱

]
︸ ︷︷ ︸

­

[
cos儨ϕ儩 −sin儨ϕ儩
sin儨ϕ儩 cos儨ϕ儩

]
︸ ︷︷ ︸

¬

~v

¬是基变换的矩阵（基阵的变换），®是基变换的逆变换，这里由于利用了三角函数，实际上是单
位化了基矩阵，所以转置矩阵就可以轻易得到逆矩阵。而­代表了我们看到的线性变换矩阵。
下面是具体的视角转换过程。

~v是詹妮弗的语言描述的向量。

¬~v是基变换后，转化成了我们的语言描述的同一个向量。其中¬这个矩阵就是用我们的语言描
述的她的基向量的线性变换矩阵。

­¬~v是用我们的语言描述的变换后的向量。其中­这个矩阵是我们的语言描述的线性变换矩
阵。

®­¬~v是用詹妮弗的语言描述的变换后的向量。其中­这个矩阵是基变换矩阵的逆矩阵。
左面三个矩阵的复合，就是一个叠加变换矩阵。对应的是詹妮弗语言描述的线性变换矩阵。

儳儳



举个栗子：现有一个詹妮弗眼中的向量 ~v 儽

[
儲

儱

]

首先通过一系列变换换算成我们眼中的

[
儲

儱

]
，

这里我们需要逆时针旋转儳儰◦儮即基变换是¬ 儽

[
cos儳儰◦ −sin儳儰◦

sin儳儰◦ cos儳儰◦

]
那么詹妮弗以后给的其他向量，我们都可以按照¬~v进行转换。基矩阵相当于解密矩阵。

儳儴



转换之后我们就可以利用我们的知识进行计算。比如根据我们的计算在我们看到的

~v 儽

[
儲

儱

]
需要扩张成原来的儲倍。

­ 儽

[
儲 儰

儰 儱

]
那么­¬~v

儳儵



把这套方案转换给詹妮弗，则需要逆转成詹妮弗的坐标系，基矩阵的逆矩阵相当于加密矩阵，

®­¬~v儺

儳儶



最后詹妮弗根据我们的线性变换方案®­¬加上自己坐标系内的任意向量~v，就可以同步执行我
们眼中的作战方案了。比如我们得到了詹妮弗（车）同样坐标系下运动的单兵，传来消息说前方儴格有

敌人。那么我们在说车儵进儴，那么詹妮弗执行车儵进儴，就能杀到敌人。

儳儷



8.2 二次型保形

看个椭圆的例子。在詹妮弗的视角上，她看到的是一个立起来的鸡蛋（椭圆）。而我们和她的角度

有旋转儳儰◦儮但是我们要指导她做一些操作。首先就要矫正她成为我们的视角。

詹妮弗的视角图：

儳儸



左旋

儳儹



垂直拉伸

儴儰



右旋

儴儱



对比在詹妮弗视角上直接拉伸

儴儲



站在我们的视角上，我们要求的椭圆直接拉伸，要更长、更瘦。

可以看到，只进行一次基变换的拉伸不是对称矩阵。而两次旋转的是对称矩阵。

8.2.1 正应变、切应变

在材料力学上分别被称作 典 方向和 兹 方向上的正应变。如果蚂蚁在矩形木块上判断典轴和兹轴分别

受到的横向的拉力和纵向的压力。那么它可以在木板上画一个正方形，然后旋转角度，当受力后，正

方形两边的夹角会发生变化。从而得知均匀载荷引起的均匀形变。如果木板两个方向上的形变正好想

等那么就是各向同性。如果不等，描述木板的变形状态需要一个儲×儲个信息来表示它。
我们知道，当木板发生形变时，木板上每一点都会偏离原来的位置。

我们假设木板原来的长度为 兌 ，它在均匀载荷作用下，沿着横向儨记为 典 方向儩变化了 dLx ，沿着

纵向儨记为 兹 方向儩变化了 dLy 。

我们将变化量与原长的比例记为：

[
Sx

Sy

]
儽

[
dLx
L

dLy
L

]
它们在材料力学上分别被称作 典 方向和 兹 方向上的正应变。注意这里的兓和清华大学出版社《弹塑

性力学引论》中的兓不一样。这里的兓相当于那里的ε

不过，这个计算方式只适用于整个木板，而具体到木板上的某一个点，我们会用这样一个式子来

儴儳



计算正应变：

[
Sx

Sy

]
儽

[
∂ux
∂x
∂uy
∂y

]
其中， 儨ux, uy儩 是指木板变形前原坐标为 儨典儬 兹儩 的点児、在木板变形后的位移，即：

儨ux, uy儩 儽 儨兾x− x, 兾儫y − y儩
儨 兾x, 兾y 分别指木板变形后点児的新坐标 儩

在形变量不太大、且不追求精确的情况下，小方格两个邻边的夹角变化，可用 典兹 平面上的切应

变，记为 sxy 或 syx 。它们是这样计算的：

Sxy 儽 Syx 儽 1
2

(
∂ux
∂y

儫 ∂uy
∂x

)
注意到了吗？这里切应变的运算，牵涉到了两个坐标 典 和 兹儮

这就告诉我们，在非特殊儨小方格与木板边缘平行 儩情况下，描述木板的变形状态需要一个儲×儲个信
息来表示它。

以下摘自清华大学出版社《弹塑性力学引论》。

8.3 为什么用角度来衡量切应变？

设有一塑性体，在外力作用下发生了变形。物体中的点允和兂，变形后的位置为A′和B′。各点的位

移可以用其典儬兹儬兺方向的位移分量兵儬其儬具表示。因而只要确定了物体各点的位移，物体的变形状态就确定

了。因物体各点的位移一般是不同的，故位移分量兵儬其儬具应为坐标的函数，即

儴儴



u 儽 u儨x, y, z儩, v 儽 v儨x, y, z儩, w 儽 w儨x, y, z儩

为确定物体各点的位移，我们首先研究物体中任一微笑线段的变形状态，以此逐步阐述应变的概

念。

设在兏典兹平面内未变形物体中相邻的两点P0儨x0, y0儩和P 儨x, y儩间的线段为P0P，变形后该线段两端

分别移到P ′0儨x
′
0, y
′
0儩和P 儨x

′, y′儩。如P0P用兓表示，变形后为S′。兓沿典儬 兹轴的分量为Sx, Sy，而S
′为

S′x 儽 Sx 儫 δSx

S′y 儽 Sy 儫 δSy

P0点的位移分量为：

u0 儽 x′0 − x0
v0 儽 y′0 − y0

}
儨儷儩

P点的位移分量为：

u 儽 x′ − x
v 儽 y′ − y

}
儨儸儩

假定兵儬 其为典儬 兹的单值连续函数，则可将児点位移对P0按泰勒级数展开，即有：

u 儽 u0 儫
∂u
∂x
Sx 儫

∂u
∂y
Sy 儫 o儨S2

x, S
2
y儩

v 儽 v0 儫
∂v
∂x
Sx 儫

∂v
∂y
Sy 儫 o儨S2

x, S
2
y儩

}
儨儹儩
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由于児就在P0的邻域，兓是个小量，故Sx, Sy的二次项认为是可以略去不计的高阶无穷小量。

将儨儷儩、儨儸儩带入儨儹儩，可得

儨x′ − x儩− 儨x′0 − x0儩 儽 ∂u
∂x
Sx 儫

∂u
∂y
Sy

儨y′ − y儩− 儨y′0 − y0儩 儽 ∂v
∂x
Sx 儫

∂v
∂y
Sy

而矢量S, S′的变化为：

δSx 儽 S′x − Sx 儽 儨x′ − x儩− 儨x′0 − x0儩
δSy 儽 S′y − Sy 儽 儨y′ − y儩− 儨y′0 − y0儩

于是有：

δSx 儽 ∂u
∂x
Sx 儫

∂u
∂y
Sy

δSy 儽 ∂v
∂x
Sx 儫

∂v
∂y
Sy

}
儨儱儰儩

或简写为

δSi 儽 ui,jSj 儨儱儱儩

其实就是[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

][
Sx

Sy

]
儽

[
∂u
∂x
Sx 儫

∂u
∂y
Sy

∂v
∂x
Sx 儫

∂v
∂y
Sy

]

在二维情况i, j 儽 x, y，此时ui,j为：
∂u
∂x

∂u
∂y

儰
∂v
∂x

∂v
∂y

儰

儰 儰 儰


在三维情况i, j 儽 x, y, z，此时ui,j为：

∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z


称为相对位移张量。

刚体位移并不引起物体的形变，在应变分析中不需考虑，故而应从以上的公式中消去表示刚体移

动的一部分位移。为此，我们设想兓经刚体位移移至S′的位置。此时，因长度没有变化，故有：

S2 儽 S′2 儽 儨Sx 儫 δSx儩
2 儫 儨Sy 儫 δSy儩

2

展开上式，并略去δSi的高阶无穷小量后，得：

S2 儽 S2 儫 儲儨SxδSx 儫 SyδSy儩

由此得SxδSx 儫 SyδSy 儽 儰

或者说SiδSi 儽 儰

与儨儱儱儩比较，有

Sx

Si · δSi 儽 Si · ui,jSj 儽 儰

或即：
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儨Sy 儫 Sx儩儨
∂u
∂x
Sx 儫

∂u
∂y
Sy儩，得：

∂u
∂x
S2
x 儫 儨∂u

∂y
儫 ∂v

∂x
儩SxSy 儫

∂v
∂y
S2
y 儽 儰

由Sx, Sy的任意性，上式系数全为儰才能满足，得：

∂u
∂x

儽 ∂v
∂y

儽 儰
∂u
∂y

儫 ∂v
∂x

儽 儰

同样地，当在兏兹兺平面和兏兺典平面讨论时，可得出另外三个条件：
∂w
∂z

儽 儰
∂u
∂z

儫 ∂w
∂x

儽 ∂w
∂y

儫 ∂v
∂z

儽 儰

从而当在兏典兹兺空间讨论时，则同时得到以下儶个条件：

ui,j 儽 −uj,i
这就是说，对应于刚体移动的相对位移张量，必为反对称张量。

任何一个二阶张量都可以惟一地分解成一个对称张量和一个反对称张量。因而ui,j可分解成如下两

个部分：

ui,j 儽
1
2
儨ui,j 儫 uj,i儩 儫

1
2
儨ui,j − uj,i儩

或：

ui,j 儽 εij 儫 ωij

此处

εij 儽


∂u
∂x

1
2
儨∂u
∂y

儫 ∂v
∂x
儩 儰

1
2
儨∂u
∂y

儫 ∂v
∂x
儩 ∂v

∂y
儰

儰 儰 儰



ωij 儽


儰 1

2
儨∂u
∂y
− ∂v

∂x
儩 儰

1
2
儨∂u
∂y
− ∂v

∂x
儩 儰 儰

儰 儰 儰


εij即为应变张量，ωij即为转动张量

对于三维情况，应变张量为：

εij 儽


∂u
∂x

1
2
儨∂u
∂y

儫 ∂v
∂x
儩 1

2
儨∂u
∂z

儫 ∂w
∂x

儩
1
2
儨∂u
∂y

儫 ∂v
∂x
儩 ∂v

∂y
1
2
儨∂v
∂z

儫 ∂w
∂y

儩
1
2
儨∂u
∂z

儫 ∂w
∂x

儩 1
2
儨∂v
∂z

儫 ∂w
∂y

儩 ∂w
∂z


转动张量为：

ωij 儽


儰 1

2
儨∂u
∂y
− ∂v

∂x
儩 1

2
儨∂u
∂z
− ∂w

∂x
儩

1
2
儨∂u
∂y
− ∂v

∂x
儩 儰 1

2
儨∂v
∂z
− ∂w

∂y
儩

1
2
儨∂u
∂z
− ∂w

∂x
儩 1

2
儨∂v
∂z
− ∂w

∂y
儩 儰


这样，对于纯变形来说，方程儨儱儱儩化为

δSi 儽 εijSj

现在说明应变张量εij的物理意义。如兓平行典轴，则

Sx 儽 S, Sy 儽 儰

儴儷



则（儱儰）化为

ε11 儽 εx 儽 δSx
Sx

儽 δS
S

可见，εx表示原来与典轴平行的矢量的单位长度的伸长（或压缩），称为线应变或正应变。同理可

知εy和εz的物理意义也是线应变。

如果两个矢量S1, S2变形前分别平行与兏典儬 兏兹轴，如下图

兩儬 兪分别为兏典儬 兏兹方向的单位矢量，则

S1 儽 iS1

S2 儽 iS2

变形后，S1, S2分别变为S
′
1, S

′
2显然有：

S′1 儽 i儨δS1x 儫 S1儩 儫 jδS1y

S′2 儽 iδS2x 儫 j儨δS2y 儫 S2儩


令S′1与S

′
2的夹角为ϕ，则由两矢量的内积定义，有

S′1 • S
′
2 儽 S′1S

′
2cosϕ 儨儱儲儩

儴儸



几何意义是 ~a在 ~b上的投影：

~a •~b 儽 |~a| ∗ |~b| ∗ cosθ

8.4 余弦定理

余弦定理：

若~c 儽 ~a−~b，则
c2 儽 a2 儫 b2 − 儲|a||b|cosθ

上图可知

c2 儽 accosβ 儫 bccosα

同理可得其他两张图的结论：

a2 儽 accosβ 儫 abcosγ

b2 儽 bccosα儫 abcosγ

可证。同时可以找到点乘的几何意义：

bccosα就是上图中左侧由粉色到橘色的投影。两个投影相加，就得到公共边（投影到的边）的平

方。两个长方形的投影，相加得到正方形。其物理意义是，向右上的力兆（这里记为~b）拖动物体位

移典儨这里记为~a儩，则两个矢量的乘积得到功这个标量。力只在物体运动的方向做功。

而

儴儹



[
a1 a2

] [b1
b2

]
儽 a1b1 儫 a2b2 儽 a1 • b1 儫 a2 • b2

两个向量的点积等于向量对应分量的点积相加。

两个向量的点积等于两个向量的模相乘再乘以夹角的余弦。

S′1 • S
′
2 儽 儨S′1xi儫 S′1yj儩 • 儨S

′
2xi儫 S′2yj儩 儽

[
S′1xi S′1yj

] [S′2xi
S′2yj

]
儽 S′1x • S

′
2x 儫 S′1y • S

′
2y

上式推导参见（儲）

其中，S′1y 儽 δS1, S
′
2x 儽 δS2，故：

S′1 • S
′
2 儽 儨S1 儫 δS1x儩δS2x 儫 δS1y儨S2 儫 δS2y儩

因为S1, S2均为小量，故略去δS的二次微量后，得：

S′1 • S
′
2 儽 S1δS2x 儫 S2δS1y

由（儱儲），有：

cosϕ 儽 S′
1
•S′

2

S′
1S

′
2
儽 S1δS2x+S2δS1y

[(δS1y)2+(δS1x+S1)2]
1
2 [(δS2x)2+(δS2y+S2)2]

1
2

略去高阶微量后，得：

cosϕ ∼儽 S1δS2x+S2δS1y

S1S2
儽 δS2x

S2
儫 δS1y

S1
儽 εxy 儫 εyx

另一方面，令S1, S2间夹角的改变为α，并注意到α为一小量，则有：

cosϕ 儽 cos儨π
2
− α儩 儽 sinα 儽 α

由εxy 儽 εyx，得：

α 儽 εxy 儫 εyx 儽 儲εxy

由此可知，εxy表示变形前与坐标轴典儬 兹正方向一致的两正交线段，在变形后的夹角减小量之半，

即εxy 儽
1
2
α儮

如将变形前与兏典儬 兏兹轴正向一致的相互垂直的两线段在变形过程中发生的夹角该变量称为剪应

变γxy，则

γxy 儽 α 儽 儲εxy 儽
∂u
∂y

儫 ∂v
∂x

或

εxy 儽
1
2
γxy

剪应变的正负号规定为：当两个正向（或负向）坐标轴间的直角减小时为正，反之为负。于是我们

得到了二维应变情况下的全部（三个）应变分量：

εx 儽 ∂u
x

εy 儽
∂v
y

γxy 儽
∂u
y
儫 ∂v

x


对于平面问题，一点处的应变状态就由这三个应变分量完全确定。

显然典轴与兹轴间的角度变化及兹轴与典轴的角度变化是没有什么不同的，即有：

γxy 儽 γyx

称为位变位移关系式。用张量符号可缩写为：

εij 儽
1
2
儨ui,j 儫 uj,i儩

由以上讨论可知，当兩 儽 兪时，得到的是正应变。当i 6儽 j时，得到的是剪应变。对剪应变有：

εij 儽 εji

以上摘自清华大学出版社《弹塑性力学引论》。写得可真详细。

（接上）所以应变张量的坐标分量可以写成一个儲×儲矩阵：

儵儰



S 儽

[
Sx Sxy

Syx Sy

]
儺儽

[
S11 S12

S21 S22

]
这个矩阵的对角分量 S11, S22 分别表示 典 方向上和 兹 方向上的正应变，而它的非对角分量，有

S12 儽 S21 ，表示小方格在木板平面上随木板形变产生的切应变。

这个矩阵就对应了一个二阶张量儨后面我们会解释张量的阶数 儩，叫做应变张量。

对于正应变，应变张量矩阵是：[
Sx 儰

儰 Sy

]
对于切应变，是正应变时的木板，旋转了一个角度ϕ，此时新的坐标就是：[
a′1

a′2

]
儽

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

]
该矩阵简记为兒。

对于这个儲阶张量 Sij 而言，它的变换将会用到两次旋转变换矩阵（保形，否则参见章节儸儮儲），它

在坐标旋转下的变换关系： S′ 儽 R−1SR儮

张量是一种数学对象。它根据（空间的）基向量的改变而发生特殊的改变。儰阶张量就是标量，儱阶

张量就是一个向量。儲阶张量，代表一个基矩阵的一个维度的向量的儲阶分身、与其他基向量的分身的

排列组合。所以二阶可以写成一个二维矩阵的形式。儳阶张量就比较复杂了。直观解释张量：协变、逆

变、秩：（研究三维基向量在二维平面上的投影，即可以利用二维矩阵来表达）

图 儱儺 三个向量的二阶张量

对于儲阶张量而言，我们通过电磁张量已经知道，一个儲阶张量 兔 一共有儳种形式：逆变形式 T ′µν 、

混合形式 T ′µν 、以及协变形式 T ′µν ，它们在参考系变换下分别满足：
T ′µν 儽

∑3
β=0

∑3
α=0

(
ΛT
)µ
α
TαβΛνβ

T ′µν 儽
∑3

β=0

∑3
α=0

[
儨Λ−1儩

T
]µ
α
Tαβ 儨Λ−1儩

ν

β

T ′µν 儽
∑3

β=0

∑3
α=0

(
ΛT
)µ
α
Tαβ 儨Λ

−1儩
β

ν

这些计算看起来有点复杂，但好在它们还是儲阶张量，可以写成儴×儴的矩阵，因此如果我们仔细观
察上面的关系，就会发现它们其实就是这样几个矩阵变换关系：

儵儱




T ′ctv 儽 ΛTTctvΛ

T ′mix 儽 ΛTTmixΛ
−1

T ′cov 儽 儨Λ−1儩
T
TcovΛ

−1

其中脚下标兣兴其儬 六兩典儬 兣兯其分别表示逆变儨兣兯兮兴兲兡其兡兲兩兡兮兴儩、混合儨六兩典入兤儩和协变儨兣兯其兡兲兩兡兮兴儩分量的矩阵

形式。

儲阶张量中的逆变形式就是儨儲儬儰儩型张量，混合形式就是儨儱儬儱儩型张量，而协变形式就是儨儰儬儲儩型张量。

于是旋转后的应变张量矩阵就是：

[
S′11 S′12

S′21 S′22

]
儽

[
c s

−s c

][
Sx 儰

儰 Sy

][
c −s
s c

]

儽

[
c2Sx − s2Sy cs儨Sx − Sy儩
cs儨Sx − Sy儩 s2Sx − c2Sy

]
我们可以看到，在新的方格上，也就是在新的坐标系下， S′′12, S

′′
21 不再等于儰儨但它是个对称矩阵儩，

方格上的切应变从张量观点得到了解释。

而我们还能从上面的式子中看出，如果木板两个方向上的形变正好相等儨也就是各向同性 儩，那么

应变矩阵在任何参考系下切应变分量都为儰，也就是只有正应变。这就意味着小方格无论沿着什么方向

画，都能保持正方形不变，这和我们的直观认识是一致的。

至此，我们也直观看到了应变张量如何“像张量一样变换”：

当小蚂蚁画的小方格旋转时，小方格对应的应变张量的分量满足某种合同变换儨这个变换对应的变

换矩阵是坐标旋转矩阵 儩，但木板本身的形变状态是与小方格角度的选取无关的，这就说明了应变张量

本身没有发生改变。

8.5 合同变换法

除了用传统的正交变换法以及配方法之外，有些同学可能还熟悉另一种方法，即合同变换法。

合同变换法的原理其实很简单，即因为任意可逆矩阵都可以表示成初等矩阵的积，则我们可以

令C 儽 P1P2 · · ·Pn ，其中 Pi儨i 儽 儱, 儲, . . . , n儩 均为初等矩阵，我们将 允 与 充 并成 兛允兼充兝 ，然后，

对 允 和 充 同时做行变换，然后再对 允 做一次对应的列变换，便可将 允 化为 Λ 的同时，将 充 化为

CT 儬即：

兛A|E兝→
[
P Tn · · ·P T2 P T1 AP1P2 · · ·Pn|P Tn · · ·P T2 P T1

]
儽
[
CTAC|CT

]
儽
[
Λ|CT

]
然后再将 CT 取转置便可得到要求的可逆矩阵 元 。

对于上例，采用合同变换法的步骤为：

兛A|E兝 儽


儱 −儱 儲 儱 儰 儰

−儱 −儱 儰 儰 儱 儰

儲 儰 儲 儰 儰 儱

→

儱 −儱 儲 儱 儰 儰

儰 −儲 儲 儱 儱 儰

儲 儰 儲 儰 儰 儱


→


儱 儰 儲 儱 儰 儰

儰 −儲 儲 儱 儱 儰

儲 儲 儲 儰 儰 儱

→

儱 儰 儲 儱 儰 儰

儰 −儲 儲 儱 儱 儰

儰 儲 −儲 −儲 儰 儱


→


儱 儰 儰 儱 儰 儰

儰 −儲 儲 儱 儱 儰

儰 儲 −儲 −儲 儰 儱

→

儱 儰 儰 儱 儰 儰

儰 −儲 儲 儱 儱 儰

儰 儰 儰 −儱 儱 儱


儵儲



→


儱 儰 儰 儱 儰 儰

儰 −儲 儰 儱 儱 儰

儰 儰 儰 −儱 儱 儱


9 张量和矩阵

说了那么多张量的表现形式。又用矩阵来描述了二阶张量的变化。但是三个向量张成的三阶张量

就已经无法用矩阵描述了。张量远比矩阵承载的内容多。在某一个可见的坐标系内。张量可以用张成

它的其中一个向量~V的基（多个维度），逆变分量V1, V2, V3、协变分量V
1, V 2, V 3和另一个向量~P的逆变

分量P1, P2, P3、协变分量P
1, P 2, P 3，来描述他俩张成的张量。

而矩阵，只能描述一个平面、二维坐标系的线性变换。而高维的变换又可以拆成儲维加兮维的变换。

就如同，儱维为基础张成的儲维平面。这样看来。变换本身这种信息矩阵，所描述的向量，也就是一阶张

量。由一个原点开始，由一个向量（方向、长度），延伸张成的空间，就是一个向量。两个向量除了延

伸还有之间所夹的面。她们两个线性组合出来的新的向量，就在所夹的面上。而新向量到两个原向量

做垂线，然后投影。可以得到两个原向量的协变分量。协变分量乘以逆变分量就能得到新向量到原分

量的唯一不变的张量分量。由此来描述一个任何基变换之后坐标系内的张量。那么得数都将是固定的。

这就是我们要找到的永恒的不变的张量。但是张量从定义向量开始，就是一种变换法则。

儵儳


